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mit Papain tlargestellten einen hoheren Strepogenin- Gehalt und eine 
grossere biologische Wertigkeit. Sojaeiweiss-Hydrolysate zeigen eine 
wesentlieh hohere Strepogeninwirkung (an Lactobacillus casei ge- 
pruft) als entsprechende Casein-Hydrolysate und erweisen sich - 
entgegen der ublichen Auffassung - diesen im Erniihrungsversuch 
an der Ratte uberlegen. Die Strepogeninwerte sind die einzigen 
experimentell festgestellten Werte, die mit der biologischen Wertig- 
keit der untersuchten Eiweiss-Hydrolysate parallel gehen. 

Wissenschaftliche Laboratorien der 
P. HoJfmann-La Roche & Co.  AG., Basel. 

275. Elektronenverteilung des 
von 0. Klement. 

(4. X. 51.) 

Naphtalins 

In einer vorhergehenden Mitteilungl) wurde gezeigt, dass man 
im Rahmen der HeitZer-Rzcmer2) Methode neben der Energie auch die 
Elektronenverteilung einfacher Systeme berechnen kann. Dieses Ver- 
fahren sol1 nun in der vorliegenden Arbeit durch ein Beispiel illustriert 
werden. Zu diesem Zweck wtihlen wir einen moglichst einfachen 
aromatischen Kohlenwasserstoff, namlich das Naphtalin, da hier 
die verschiedenen Kohlenstoffatome im Gegensatz zum Benzol nicht 
gleichwertig sind, sondern in drei Gruppen, in die a-,  ,8- und meso- 
Stellungen, zerfallen. Man kann zum vornherein vermuten, dass 
dieser Unterschied auch in der Elektronenformel der isolierten 
Molekel zurn Ausdruck kommen wird, und damit hatten wir bereits 
einen ersten Beweis fur die Rrauchbarkeit dieser Formel. 

Die vollstandige Naphtalinmolekel ist ein System bestehend 
aus 18 Kernen und 68 Elektronen. Beim heutigen Stand der Theorie 
ist die Losung eines derartig grossen Systems praktisch undurch- 
fuhrbar. Deshalb sind wir gezwungen, ausser den in ( H R )  gemachten 
Vernachliissigungen, das Problem noch weiter zu reduzieren. Zu 
diesem Zweck werden wir nur zehn Elektronen in Betraeht ziehen. 
Diese Vereinfachung wird ubrigens bei den meisten Energieberech- 
nungen aromatischer Molekeln vorgenommen. Wir betrachten also 
das System als eine dem Naphtalin Bhnlich geschlossene Kette von 
zehn einvalentigen Atomen, und es wird sich zeigen, dass schon dieses 
einfache Model1 Resultate liefert, welche mit der Erfahrung in Ein- 
klang stehen. 

1) Helv. 34, 1368 (1951), (im folgenden mit (I) bezeichnet). 
2) FV. aeitler, Quantentheorie und homoopolare chemische Bindung, Hdb. der Radio- 

logie, Bd. VI/2, 2. Aufl. (1934), (im folgenden mit (HR) bezeichnet). 
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E n e r g i e b e s t i m m u n g .  
Mit Hilfe von einvalentigen Atomeigenfunktionen u, bilden wir 

gemass ( H R )  die zum Spinmoment s = 0 gehorende Molekulareigen- 
funktion 

Yi = vz < r~&u,(l)u1,(2)u,(3)Ud(4)ue(5)uf(6)ue(7)Uh(8) (1) 
ui(9)ud10). CAB] [CD] [EB] [GH] [IK] 

Die ua, Ub, . . . Uk repriisentieren hier die spinlosen Eigenfunktionen der Atome A, 
B, . . . , K, wahrend die Zahlen 1, 2, . . . :LO die verschiedenen Elektronen zum Ausdruck 
bringen. Die Permutationen der Elektronen werden durch Q vertreten, und qQ istgleich 
+ 1 oder - 1, je nachdem Q eine gerade oder ungerade Permutation ist. Die Klammer- 
ausdrucke [AB] . . . [IK] sind Invarianten, die die Bedeutung von Spinfunktionen haben. 
m ist der Normierungsfaktor. 

Zu jeder Bunktion der Form (1) gehort ein reiner Valenzzustand. 
Man kann nun zeigen, dass die Zahl solcher Valenzzustande und 
dementsprechend die Zahl der Naphtalineigenfunktionen (1) durch 
die Relation (2n) !/2% ! gegeben ist (an ist gleich der Anzahl Elektronen). 
Diese 945 verschiedenen Valenzfunktionen des Naphtalins sind aber 
linear nicht unabhangig. 

Gleichung (2) ermoglicht nun, aus der Gesamtheit aller Funk- 
tionen, eine unabhiingige Basi.s herauszugreifen. Die Auswahl auf 

[AB] [CD] + [AC] [DB] + [AD] [BC] = 0 (2) 
Grund dieser Beziehung ist allerdings im Falle von komplizierteren 
Molekeln recht miihsam. Einfacher gestaltet sich die Aussonderung 
einer linear unabhiingigen Basis von Invarianten auf Grund folgenden 
Rezeptes (HR): Man ordne die Atome auf einem Kreis an und bilde 
alle Valenzverteilungen, bei denen sich keine Valenzstriche kreuzen. 
Ihre Zahl ist gegeben durch die Beziehung (an) !/n ! (n + 1) ! (2n = 
Zahl der Elektronen). Auf diese Weise haben wir die in Tab. 1 an- 
gegebene unabhiingige Basis von 42 Naphtalininvarianten isoliert. 

Auf Grund der Invarianten der Tab. 1 konnen wir nun die Sto- 
rungsenergie E hrechnen. Gemass der Storungsrechnung fur mehr- 
fache Eigenwerte wird man auf ein System von 42 homogenen Glei- 
chungen mit ebenso vielen Unbekannten el,.  . . cd2 gefuhrt. 

c1ML1 + c2MlZ -t . . . . . . . . + ctzM1 4t =z 0 
clM21 + cpMZz .t . . . . . . . . + C ~ S M ~  42 = 0 

(3) 

wobei Mi, =/yiHykdz --EJ’Miy,dz ist mit H als Storungsfunktion. 
Die Reihenfolge, in der hier die Matrixelemente Mik gesetzt 
wurden, entspricht der in der Tab. 1 mit arabischen Zahlen bezeich- 
neten Reihenfolge der Invaria’nten. 

Es ist wichtig fur die effektive Berechnung der Energie E ,  dass 
man auf Grund der Symmetrieverhaltnisse der Naphtalinmolekel den 
Grad der Siikulargleichung (3) Ton 42 auf 16 reduzieren kann. Dies 

.................................... 
cIM~,  1 + C S M ~ ,  2 + . . . t . . . . + c4&42 42 = 0 
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kommt dadurch zustande, dass man die ci zweier oder mehrerer sym- 
metrischer Valenzverteilungen gleich se.tzen darf , und somit kiiiinen 
auch die Werte der entsprechenden Matrixelemente Mik einfach zu- 
sammengefasst werden. Die Invarianten, deren ci man gleich setzt, 
sind in Tab. 1 mit den gleichen romischen Zahlen bezeichnet. 

Tabelle 1. 
Unahhangise Basis der 42 Waphtalininvarianten. 

- 
1 [AB] [CD] [EF] [GH] [IK] I1 
2 [AB] [CD] [EK] [GF] [IH] I 
3 [BC] [DE] [FG] [HI] [AK] I1 
4 [AD] [BC] [EK] [GF] [IH] 111 
5 [AD] [BC] [EF] [OH] [IK] VIII 
6 [AF] [BC] [DE] [GH] [IK] V 
7 [BC] [DE] [FG] [AH] [IK] IV 
8 [AK] [BE] [CD] [FG] [HI] VI  
9 [AK] [BG] [CD] [EF] [HI] VII 

10  [aK] [BI] [CD] [EF] [GH] IV 
11 [AB] [CF] [DE] [GH] [IK] IV 
12 [AB] [CHI [DE] [FG] [IK] VII 
13 [AB] [CK] [DE] [FG] [HI] VI  
14 [AK] [BC] [DG] [EF] [HI] IV 
15 [AK] [BC] [DI] [EF] [GH] V 
16 [AB] [CD] [EH] [FG] [IK] V I  
17 [AB] [CD] [EK] [FI] [GH] I11 
18 [AK] [BC] [DE] [FI] [GH] VIII 
19 [AB] [CD] [EF] [KG] [IH] VI 
20 [AD] [BC] [HE] [GF] [IK] XITI 
21 [AD] [BC] [EK] [FI] [GH] IX  - 

22 [AD] [BC] [EF] [GK] [HI] XI11 
23 [AF] [BE] [CD] [GH] [IK] XI 
24 [AF][BC][DE][GK][HI] XI 
25 [AH] [BE] [CD] [FG] [IK] X 
26 [AH] [BG] [CD] [EF] [IK] XIV 
27 [AH] [BC] [DG] [EF] [IK] XI1 
28 [AK] [BE] [CD] [FI] [GH] XI11 
29 [AK] [BG] [CF] [DE] [HI] XIV 
30 [AK] [BI] [CF] [DE] [GH] XI1 
31 [AK] [BI] [CHI [DEJ [FG] XIV 
32 [AK] [BI] [CD] [EH] [FG] X 
33 [AB] [CF] [DE] [KG] [IH] X 
34 [AB] [CHI [DO] [EF] [IK] XIV 
35 [AB] [CK] [DG] [EF] [HI] X 
36 [AB] [CK] [DI] [EF] [GH] XI 
37 [AB] [CK] [DE] [PI] [GH] XI11 
38 [AK] [BC] [DI] [EH] [FG] XI 
39 [AH] [BG] [CF] [DE] [IK] XVI 
40 [AK] [BI] [CHI [DG] [EF] XVI 
41 [AF] [BE] [CD] [GK] [HI] XV 
42 [AB] [CK] [DI] [EH] [FG] XV 

Bur Aufstellung der Sakulardeterminante miissen nun die Ele- 
mente M, der Gleichungen ( 3 )  nach (HR) auf Grund der Beziehung 
(4) bestimmt werden. 

c = Coulomb-Integral, (AB) = Austauschintegral, d a b  = /.a (1) ub (1) ug (2) ub (2) dt, 
(yl pk) = Skalarprodukt der Spinfunktionen, tab  = Austauschoperator, E = Energie. 
C ist uber alle Atompaare zu erstrecken. 
a,b 

Um aber die Berechnungen noch weiter zu vereinfachen, wollen 
wir in erster Niiherung alle d -1ntegrale sowie die Austauschintegrale 
zwischen nicht benachbarten Atomen vernachhssigen. Somit mird 
die Beziehung (4)  durch die folgende einfachere 

(5) Mlk - ( C - E )  ( V i p k ) - z  (AB) (pltabWk) 
a,b 
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ersetzt, wo die Summation nur auf Paare der Nachbaratome zu er- 
streckon ist. Falls wir jetzt noch voraussetzen, dass zwischen allen 
Nachbaratomen des Naphtalins die gleiche Entfernung besteht - 
etwa 1,41 A -, dann werden alle Austauschintegrale (AB), (BC), . . . 
den gleichen Wert bekommen, den wir einfach mit A bezeichnen. Damit 
erhalten wir fur jedes Matrixelement ( 5 )  einen Ausdruck der Form 

(5a) 

Bur Berechnung der Matrixelemente auf Grund der Beziehung 
( 5 % )  muss zunachst die Wirkung aller Austauschoperatoren tab, tbc, . . . 
auf die Spinfunktion Q)k ermittelt werden. Man konnte dies naturlich 
auf rein analytischem Weg erreichen, doch ist es bedeutend bequemer, 
auf Grund der in (HR) oder in (I) angegebenen Regel von Heitler 
zu operieren. Um zu zeigen, wie das gemeint ist, sol1 hier die Wirkung 
der in (5a) vorkommenden tab ,  t b c ,  . . . auf eine Spinfunktion durch- 
gerechnet werden. Wir wahlen zu diesem Zweck die Funktion qs9 = 
[AK][BG][CF][DE][HI] der Tab. 1. 

M i k  = (c - E )  (91 @) - A [ (P i tab  p)k) -t (Q)itbc P k )  + ('$'itcd Pk) + ('$'itde @) f 
( q i t e f  p)k) + ( P i t f g q k )  + ('$'itgh P)k) + (p) i th lTk)  + 
(Pltik Tk) f ('$'itka '$'k) + ((Pitk, p)k) 1 

tab  ([AKI [BGI [CFl [DE] [HI]) = [BK] [AG] [CF] [DE] [HI) = - P43 
tbc ( ) = [AK] [CG] [BF] [DE] [HI] == - ~ 4 4  

t cd  ( 3 ,  1 = [AKI [BGI [DFI [CEI [HI1 = - 945 
tde  ( ,, 1 = [AKI [BGI [CFI [ED1 [HI1 == - P Z ~  
tef ( ) == [AK] [BG] [CE] [DF] [HI] = - p46 
t f g  ( 7 ,  ) = [AK] [BF] [CG] [DE] [HI] - ~ 4 4  

tgh  ( = LAK1 CBH1 iCF1 LDE1 = - 4)46 

th i  ( >, 

t i k  ( ,, 
t k a  ( 
tek ( 

) = [AK] [BG] [CF] [DE] [IH] = - ~ 2 9  

1 = [All [BGI [CFI [DEI LHKI = - ~ 4 7  

) = [KA] [BG] [CF] [DE] [HI] = - ~ 2 9  

) = [AE] [BG] [CFj [DK] [HI] = - 

In  manchen Fiillen erhalt man die Ausgangsfunktion mit ver- 
andertem Vorzeichen, in anderen dagegen solche die in der von uns 
gewiihlten unabhangigen Basis (Tab. 1) iiberhaupt nicht vorkommen. 
Diese miissen auf die unabhangigen Invarianten zuruckgefuhrt werden. 
Zu diesem Zweck verwendet man den Valenzausdruck der Invarianten- 
beziehung (2a). 

B A - A B  A Ax = + i  1: (2a) 
D C D+-C D 

JIit Hilfe dieser Relation konnen alle gekreuzte Dispositionen in q43, ( P ~ ~ ,  
Q ) ~ ~ ,  Q ) ~ ~ ,  v4,, q48 in nicht gekreuzte Valenzzustande aufgelost werden. 

P43+ 9)28+ 'P33 = 
'$'44+P)19+% = 

'$'45+a)29f'p9 = 

P46 + 9)29 + 'P30 = (' 
P47 + PZB + (P38 = 0 
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Fur 
Schritte benotigt, erhalt man 

deren Zuruckfuhrung auf die unabhangige Basis mehrere 

p48 + p2 + P)3 + % + p 9  + %3+ %4 + 9 1 9  + q 2 2  + 9 2 4 +  % +  p733 P)35 + (P41 = 

Fassen wir diese Resultate zusammen und multiplizieren das 
Ganze mit einem 9, , z. B. mit v17, so erhalt man lauter Skalarprodukte. 
deren Summe den eckigen Klammerausdruck (5s) fur das Matris- 
element M,, 29 darstellt. Also 

z ( P ) 1 7 t a b 9 ) 2 9 )  = ( 9 ) 1 7 P ) 2 ) f 3  (P)17P)3 )+(P)17%) + 3  (%7P)Q)+(%7P)13) 

+(9)174)14)+' (P17P19)f(P)179)22)+(P)179)~)24) + 5  (9)17Q)Z9) (5b) 
+ (9)17(P30) + 

a,b 

(%7 %3) + (ql: %5) + ((PI7 %Q) + (TI7 9)41) 

Somit haben wir Beziehungen, wo ausser dem Coulomb- und Aus- 
tauschintegral nur mehr die Skalarprodukte zu bestimmen sind. 

Unser Naphtalinmodell ist aus lauter einvalentigen Atomen auf- 
gebaut. Wir durfen daher aus Symmetriegrunden zum vornherein 
alle Skalarprodukte (9, ql) glcich 

setzen, falls wir gleichzeitig alles auf 1 normieren. 
Die ubrigen Skalarprodukte wurden mit Hilfe der Bezjehung ( 2 )  

bestimmt. Bei dieser Operation werden wiederum nicht nur die unab- 
haingigen Valenzzustande (Tab. l), sondern auch solche mit gekreuzten 
Valenzverteilungen in Mitleidenschaft gezogen. Zu einer systema- 
tischen Bestimmung aller Skalarprodukte mussen fast alle In- 
varianten in Betracht gezogen werden, vornehmlich dann, wenn man 
eine andere unabhangige Basis als die in der Tab. 1 angegebene 
verwendet. Bercits beim Naphtalin ergibt dies eine Busserst lang- 
wierige Operation. Im Fall der unabhangigen Basis der Tab. 1 
liegen die Verhaltnisse doch etwas einfacher, so dass es moglich ist, 
durch ahnliche Entkreuzungen wie vorher bei der Operatorenberech- 
nungen die Skalarprodukte zu bestimmen, ohne dass man die Rela- 
tionen zwischen allen Naphtalininvarianten kennt. 2. B. wurde man 
fur einen besonders einfachen Ball wie y49 folgendes finden: 

- lp; :- q," = lp; = . . . . . . . . . . . -- -= I 

[AC] [DB] [EF] [GH] [IK] + [AB] [CD] [EF] [GH] [IK] + [BC] [AD] [EF] [GH] [IK] = 0 
cp49 + Pl + Qls L O  

Multiplizieren wir nun diese Bexiehung mit pl, ys , q ~ ~ ~ ,  so erhalt man 

(YlP6) +(P)59)5)  +(P)499)5) = 0 
(Plql) + ( p 5 V l )  + ( P 4 9 p l )  

(PI q 4 9 )  + (9)5 P 4 d  f ( p a 0  q4S)  = 

d- h. (qI195) = (91949) = ( 9 6 9 4 9 )  = - M. 
Auf Grund solcher Berechnungen konnen wir dann schliesslich 

den numerischen Wert der Gleichungen (5b) bzw. (5a) fur jedeR 
Matrixelement angeben. Fur das Element M,, 29 z. B. erhalten wir 
den Wert 

1/16 (C- E )  + "i16 a (6) 
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So ein Ausdruck (6)  muss fur jedes Matrixelement Mik des Gleichungs- 
systems ( 3 )  berechnet werden. Von hieraus kann man dann die ent- 
sprechende 16gradige Matrix aufstellen. Bei der Auswertung der 
Sakulardeterminate ist es vorteilhaft, jedes Element noch mit A zu  
dividieren. Auf diese Weise ist die explizite Berechnung des CouZornb- 
und Austauschintegrals hier nicht unbedingt notwendig, da ihr Wcrt 
fur alle Nachbaratompaare der gleiche ist. 

Die Ausrechnung der Deterniinante fiihrt zu einer Gleichung mit 
16 Wurzeln, von denen hier nur die niedrigste von Interesse ist. Es 
ist aber moglich, den Grad der 8akulardeterminante dadurch weiter 
zu reduzieren, dass man von den Valenzzustanden der Tabelle 1 nur 
diejenige mit keiner bzw. mit einer langen Bindung in Betracht zieht. 
Das sind 19 Invarianten, die wegen der Symmetrie xu einer Sgradigen 
Determinante fuhren. Die Auswertung dieser Determinante ergah 
uns fur die Energie den Wert E = C + 4,00361A. Sherman1), der so- 
wohl die Sgradige als auch die 16gradige Gleichung berechnet hat, 
erhielt die Werte E = C + 4,0036 A bzw. E = C + 4,0400A. 

E 1 e k t r o n en dic: h t e b e s t im mung. 

Nachdem die Energie bekannt ist, kann die Elektronenverteilung 
des Naphtalins im Rahmen des HeitZer-Burner-Verfahrens auf Grund 
der in (I) gegebenen Beziehungen ebenfalls bestimmt werden. Die 
oben angegebenen Energiewerte der 16- bzw. Sgradigen Deter- 
minante unterscheiden sich nur wenig voneinander. Man kann also 
erwarten, dass die entsprechenden Elektronenverteilungen ebenfalls 
nur wenig sich unterscheiden werden. Wir wollen, ausgehend von 
beiden Energiewerten, die Elektronenformel ermitteln, um xu sehen, 
inwiefern die Bestimmung der Elektronenverteilung auf Grund der 
Valenzbilder ohne bzw. mit einer langen Bindung berechtigt ist oder 
nicht. 

Der Ausgangspunkt zur Ermittlung der Elektronendichte wird 
die Bestimmung der Naphtalineigenfunktion nullter Naherung tp sein, 
wobei man alle unabhiingigen Molekeleigenfunktionen von Typ (1) 
linear kombiniert . 

y = c 1 y 1 + C Z y , + c , ~ , +  . * . * * * . .  . . f c 4 1 y 4 1 + c 4 2 y 4 2  ( 7 )  

Als unabhiingige Basis wahlen wir selbstverstandlich die bereits bei 
der Energieberechnung verwendeten Eigenfunktionen. Die Reihen- 
folge der Bezeichnung ist dieselbe wie in der Tab. 1. 

Es sol1 zunachst der reduzierte Fall behandelt werden mit den 
ersten 19 Funktionen der Beziehung (7). Zwecks Berechnung der 
Eoeffizienten ci fuhren wir den Energiewert X = (C -&)/A = - 4,00361 

l) J .  Sherman, J. Chem. Phys. 2, 488 (1934). 
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in das entsprechend reduzierte Gleichungsystem ein, dessen Auf - 
losung die Kopffizienten (8) ergibt. 

w = ~z + 0,9925 ( ~ l +  ~ 3 )  - 0,7462 ( ~ 4 +  ~ 1 7 )  - 0,4341 ( ~ j .  + ~ 1 0  + 
Yll+%4)+o,3518 (W6+ W15)-0,5944 (W8fY'13+%+Wls)+ (8) 
0,2236 (wS + ~ i z )  - 0,4532 I w ~  + ~ 1 8 ) .  

Bur Be,rechnung der Elektronenverteilung bildet man nun das 
I'rodukt der reduzierten Eigenfunktion nullter Naherung (8) mit sich 
sc.lbst. 

Es sci auch hier ausdrucklich bemerkt, dass die gemischten Produkte 
yl yz , y I  y 3 ,  . . . in (9) auch von Null verschieden ausfallen, da ja die 

-verwendet.en T'a1en.zeigenfunktionen y l ,  y z ,  . . . yI9 nicht orthogonal 
sind. 

Die Rerechnwg der in (9)  vorkommenden yi Yk erfolgt im Fall 
des Naphtalin:; m t .  !I Gleichuiig (13). 

YY = Y,2+1>985 ( W l W Z + Y Z W 3 ) + ~ ~  19) 

l/,iYk = K ( ~ i ' ? ' k ) - [ ~ a b ( ~ l t a b ' ? ' k ) + ~ b c  ( '$j i tbcqk)+ &d (Q?it,cdFk) 

+ o d e  ($"itde'$jk)+&f ( P l t e f @ f ) + + f g  ( v I t ' f g p k ) + 8 g h  ( q l t g h p k )  

f bai ('?'ithiqk)+ 6ka  (P i tk ,Vk)+ 6ek ( P i t e k P k ) ]  

(10) 

Ebenso wie bei der Xnergieberechnung wurden auch hier nur Nachhar- 
atome betrachtet. 

Die in (10) auftretenden K,  fin,,,  a,,,., . . . fie, haben hier folgende 
Werte : 

K == ~ ~ ( l ) u i ( 2 ) ~ ~ ( 3 )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . u ~ ( 9 ) u ~ ( l 0 )  

(11) 6ab  = U a ( l ) U b ( l ) U a ( z ) U , ( 2 ) ~ ~ ( ~ )  . . . . . . . . . U ~ ( g ) U ~ ( l O )  
................................................... 
6ek = u i ( l ) u i ( 2 ) .  . . .ue(5)uk(5)Ue(l0)uk(10). . . . . uT(9). 

Die ua( l ) ,  ub(2), . . . sind die anfangs in die Gleichung (1) einge- 
fuhrten einvalentigen Atomeigenfunktionen, wBhrend die u, ( l )ub(  l), 
ub(2)uc(2), . . . Austauschfunktionen darstellen. 

Die Wirkung der Austauschoperatoren tab,tbc, . . . auf die Spin- 
funktionen fpk sowie die Werte der skalaren Produkte (fpiyk) in (3.0) 
sind uns von der Energieberechnung bekannt. Somit konnen die 
Koeffizienten in (10) ohne weiteres angegeben werden. Man erhalt 
z. B. fur 
%Yi K(Pz '?h- {- ("2 '?'I) 8bc c(VzPi) + (P)29)5)1- acd (%'?b) 8de [(%Pi) f (Pz?11)1 

-fief (~zP)l)+Sfg[(Pz9)i)+(q)24)16)1-sgh ( ~ z P ) ~ ) + ~ ~ I [ ( ~ ) z Q ) ~ ) + ( ~ z P ~ ~ ~ ) ]  

- 8 l k  ( % P i ) + 6 k a  [(P)ZP~)+(P)ZP)IO)~+ 6ek [('?'zPl)+ (PZPI?)]} 
bzsr. yzY1 = '/4K+ ' 14  ( 6 a b f  8 c d f 8 e f  f 8fg+  &h+ ahi+ 81kf &k)-  '/8(&c+ a d e +  aka), 

Multiplizieren wir nun die verschiedenen yi Y k  mit den ent- 
sprechenden Koeffizienten der Gleichung (9), so entsteht aus letzterer 
der Ausdruck (12). 

(12) 
W z  = 34,119 K+18,603 ( 8 a b f 8 c d +  6 f g +  6hi)+10,601 (6bc+  6gb) 

+ 8,304 (8de  + 8ef + 6ik + aka) i- 7,770 8ek 
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Ausgehend von (12) erhalten wir die Verteilung des urspriinglich 
zum Atom A gehorenden ersten Elektrons e( l ) ,  indem wir in Gleichung 
(12) die Koordinaten des ersten Elektrons festhalten und iiber die 
Koordinaten des zweiten, dritten, . . . . zehnten Elektrons integrieren. 
~ ( 1 )  = 34,119 [u:(l)lu~(2)dr2/ua,(3)dr~. . . . . . . . . . . . /u~(101dr1, ] 

+ 18,603 [Ua(1)ub (1) d/u,(2)u~(2)dz,/u~(3)dr3 . . . . . . . . . . . . f i~(lO)dr,,+ 

U i ( 1 ) I u ~ ( 2 ) d T 2 J U ~ ( 3 ) U d ( 3 ) d r 3 J U ~ ( 4 ) U d ( 4 ) d . b 4 / ~ ~ ( 5 ) d T a .  . ./ui(1O)dr,,+ 

ui (1,111; (2) dr, . . . . . /uf (6) u g  (6) dr6/uf (7)  ug (7) dz,/ui (8) dt, . . . . . t- 
ui(1)/$,(2)dr2. . . . 

+ 10601 [Ui(1)JUb(2)u,(.Z)drpJUb(3)Uc(3)draJu:(4)dt,. . . . . . . . + (13) 

~ : ( 1 ) / ~ : ( 2 ) d ~ ~ .  . . . . . ~ U ~ ( ; ) U ~ ( ~ ) ~ ~ , J U ~ ( B ) U ~ ( ~ ) ~ T ~  /'$(9)dZ9.. . . . .] 
+ 8,304 [ui(l)/ut(2)dt2 . . . . . / ~d(4 )ue (4 )d~J! '~* ( j )~e (5 )dr , /  u2 f (  6 dr, . . . . .+ 

~ : ( l ) J ~ E ( 2 ) d t 2 . .  . . . . / ~ e ( 5 ) ~ ! ( 5 )  ~ r ~ / ~ e ( 6 ) ~ 1 ( 6 ) d ~ , / ~ ~ ( 7 ) d r ~ .  . . . . . t- 
ui(l)/u:(2)dz2. . . . . . . . .Sui(S)uk(S)dr~/ui(lO)uh-(10)dt,,+ 

u,(l)uk(l) ~ ~ ~ ( 1 O ) u ~ ( l O ) d r , , / u ~ ( 2 ) d r , .  . . . . . .] 
+ 7,770 [~ i ( l ) j 'uE(2)d~2 . .  . . . / U e ( 5 ) U ~ ( S ) d t ~ j ' U e ( 1 0 ) ~ ~ ( 1 O ) d r ~ ~ ~ U ~ ( 6 ) d ~ ~ .  . . a .] 

Auf Lhnliche Weise entsteht die Verteilung des ursprunglich zum 
Atom B gehorenden zweiten Elektrons, indem wir in (12) die Koor- 
dinaten des zweiten Elektrons festhalten und uber die Koordinaten 
aller iibrigen Elektronen integrieren. Entsprechend mussen die Inte- 
grationen der iibrigen acht Elektronen ausgefuhrt werden. 

Die einvalentigen Atomeigenfunktionen ua(l), u,(2), . . . ~ ~ ( 1 0 )  
konnen als normiert vorausgesetzt werden, dann sind die Integrale 
von Typ /u2(m)dz, gleich der Einheit. Die iibrigen Integrale sollen 
wie bei der Energie mit 

Aab = /Ua(l)ub(l)dtl J u , ( ~ ) u ~ ( ~ ) ~ T Z  

dek = fue(5)Uk(s)dr6 Jue(10)uk(10)dt,, 
(14) 

bezeichnet werden. Damit entsteht aus (13) eine Beziehung j5(r), die 
die Elektronenverteilung unseres Naphtalinmodells reprgsentiert . Um 
die endgultige Elektronenverteilung e (r) zu erhalten, muss e aller- 
dings noch mit der Anzahl Elektronen n = 10 und mit 1/N multi- 
pliziert werden, wobei N den Normierungsfaktor bedeutet. D. h. 

(15) 

Bur Bestimmung von N = /q(r)dr ist eine nochmalige Integration 
von $(r) uber den Raum erforderlich. 

................................. 

n -  
e w  = N e w  
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Die auf diese Weise bestimmte Dichte e(r) reprasentiert die 
kontinuierliche Elektronenverteilung des auf zehn einvalentigen 
Atomen reduzierten Naphtalins. Es stellt also ein Elektronenportriit 
dar, mit dessen Hilfe man eines dem Rontgendiagramm ahnliche 
Hohenschichtlinienbild aufstellen konnte. Doch ist die numerisehe 
Berechnung der kontinuierlichen Verteilung angesichts der zahl- 
reichen Vernachlassigungen, die wir machen mussten, nicht von 
grossem Interesse. Nutzlicher erscheint uns vom Standpunkt der 
Chemie die Berechnung einer diskreten Elektronenformel. Aber auch 
fur dieses Bild werden wir die Elektronenverteilung nicht etwa pro 
atomare Volumeinheit angeben, sondern begniigen uns mit einer 
groberen Verteilung. 

I n  (I) wurden namlich sogenannte Atom- und Bindungsindices 
definiert, die nun fur das Naphtalinmodell berechnet werden sollen. 
Wegen der Symmetrie des Naphtalins kommen nur drei Atomindices 
&A), e(B), e(K) und vier Bindungsindices e(AB), e(BC), e(AK), 
g(EK) in Betracht. Gemass (I) werden diese in unserem Fall folgende 
Form haben. 

@(A) == 5 (ao+azdbe+ a,&+ a,&+ a5.4,r+ asdfg+ + d g h +  a,&+ a 9 d i r+a , ,Aek)  

e(B) == lu (ao+ + a,&, + a5& + a,&,+ a,& + a,& + a , d i k  + a,,&&+ all&k) 

n 

n 

Die Indices (16) entstehen durch Integration der Beziehung (15) 
uber den ganzen Raum, wobei alle Bestandteile, die aus den u: 
durch Integration hervorgehen, in e (A) zusammengefasst wurden, und 
entsprechend umfasst e (B) diejenigen, die aus den U: gebildet werden 
usw. Ahnliches gilt fur die Austauschladungen e(AB), e(BC), . . . die 
ebenfalls bei der Integration von (15) aus den Austauschfunktionen 
u,ub, . . . entstehen. Die in (16) vorkommenden Koeffizienten 
sind ubrigens identisch mit den Koeffizienten der Gleichung (15) bzw. 
(13), und dementsprechend mussen auch a1 = a3 = a6 = as, a2 = a,, 
a4 = a5 = a9 = al0 gesetzt werden. Damit wird achliesslich die Elek- 
tronenverteilung des Naphtalin repasentierenden Systems von zehn 
einvalentigen Atomen durch (17) gegeben, wobei der Wert von A 
zwischen 0 und 1 liegt. 

1 + 3,215 A 
@(A) = 1 +4,004 e(B) = 

1,090 A 
1 + 4,004 d 

e(AB) = ---__ 

0,621 A 
e(BC) = 1 + 4,004 A 

1 + 3,148 d 
1 + 4,004 A 

1 + 3,289 A 
e(K) = ____ 1 + 4,004 A 
0,487 A 

1 + 4,004 A 
0,455 A 

1 + 4,004 A- 

_____ 

(17) e(AK) = ~ __-- 

p(EK) = 
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Um die Elektronenverteilung (17) zu erhalten, haben wir aus- 
schliesslich mit solchen Eigenfunktionen operiert, denen in der Tab. 1 
Valenzbilder mit keiner bzw. mit je einer langen Bindung entsprechen. 
Die vollstandige Eigenfunktion nullter Naherung umfasst dagegen 
alle Invarianten der Tab. 1, auf Grund deren die Bestimmung der 
Elektronenverteilung naturlich bedeutend umfangreicher wird. Bur 
Beurteilung der Resultate (17) erscheint es aber trotzdem notwendig, 
die Rechnungen auch fur diesen Fall durchzufiihren. 

Bur Bildung der vollstandigen Eigenfunktion nullter Naherung 
(18) haben wir die bei Shermad) angegebenen Koeffizienten ci heran- 
gezogen. 

Y = Y?+ 0,654 (Yl+ Y3) - 0,453 (Ya+ P17) - 0,283 (Y7+ YlO+ P11+ 914) 

f0,259 (~6f%5)-0,245 (YS+%3+ Yle+ Y18)+0,238 (%fYlZ) 
- OY2l8 ('!sf %8)+o,206 %l+ (%5+ %2+ 933f  Y35) (18) 

+ 0,011 (Y38 + Y40). 

- 0,106 (%3+ %a+ W36 + Yas) 
+ YZS + %) - 0,046 (YZ6 + "'29 + "31 + v34)  f 0,055 (Y41 f Y . d  

0,076 (Ym + Y30) + 0,069 (%of Yzz 

Mit der Eigenfunktion (18) verfahrt man nun genau wie vorher. 
Die der Gleichung (12) entsprechende Relation ist in diesem Fall 
gegeben durch 

Y2 = 20,17OK+10,744 ( 8 a b + a c d + S f g + 6 h l ) + 6 , 5 2 4  (abc+dgh) 
+5,162 (a&+ 61k+ 6ka)f4,826 dek. 

Wahrend die Elektronenverteilung durch (19) reprasentiert wird. 
1 + 3,252 A 

@(*) = 1 + 4,041 A 
1 + 3,184 d 

@(B) = . I  + 4,041 A 
1 + 3,289 d 

@(K) = 1 + 4,041 A 
1,065 A 0,512 A 

e(AB) = 1 +4,041 A @(AK) = 1 + 4,041 d 
0,647 A 0,479 A 

e(BC) = 1 + 4,041 A e(EK) = 1 + 4,041 A 

Besprechung de r  Ergebnisse. 
Aus den bisherigen Ausfuhrungen folgt, dass die erhaltenen Werte 

fur die Elektronenverteilung nur als relative Werte aufzufassen sind. 
Denn abgesehen davon, dass der Wert von d noch offen gelassen ist 
und dass das Naphtalin nur durch ein sehr einfaches Model1 approxi- 
miert wurde, haben wir sogar im Rahmen des zehn-Elektronen- 
Systems zahlreiche Vernachlassigungen vorgenommen, die den ab- 
soluten Wert beeinflussen konnen. Bejspielsweise haben wir aus 
Vereinfachungsgriinden fur die Atomentfernungen einen Mittelwert 
genommen, obwohl nach neueren experimentellen Untersuchungen 
eine beachtenswerte Abweichung zwischen den verschiedenen Atom- 
abstanden des Naphtalins besteht. Aber auch z. B. Austauschinte- 
grale vom Typ AC, AE, AK, . . . (siehe Bezeichnung der Tab. 1) 
diirfte man bei der nachsten Naherung kaum vernachlgssigen. Auch 

1) I .  Sherman, J. Chem. Phys. 2, 488 (1934). 
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die bei der Storungsrechnung erhaltenen Eigenfunktion des Systems 
sollte nicht bloss in nullter, sondern in erster Niiherung bestimmt 
werden. Angesichts all dieser Vernachliissigungen ist es vorlaufig 
nicht moglich festznstellen, inwieweit die Absolutwerte von der 
Realitat abweichen. 

Vom chemischen Standpunkt ist aber haufig die Kenntnis der 
Absolutwerte nicht einmal notwendig. Wichtiger ist fur den Chemiker, 
die Relativwerte zu kennen. Um die hier erhaltene Elektronenver- 
teilung unter diesem Gesichtspunkt beurteilen zu konnen, werden 
wir im folgenden die Resultate mit anderen Bhnlichen Ergebnissen 
vergleichen. 

Es ist wohl allgemein bekannt, dass die quantenmechanische 
Strukturforschung chemischer Molekeln meistens auf zwei verschie- 
denen Wegen erfolgt : nach der sogenannten Valenzmethode (Valence 
Bond) und nach der Molekelbahnmethode (Molecular Orbital). Nach 
beiden Verfahren hat man Elektronenverteilungen organischer 
Derivate bestimmt. Allerdings waren die mit der Valenzmethode 
zuniichst erzielten Resultate wegen der dort auftretenden metho- 
dischen Schwierigkeiten - Abhangigkeit der Resultate Ton der zur 
Rechnung herangezogenen unabhangigen Basis - unhaltbar. Des- 
halb kann die Zahlenverteilung (20a) als Elektronenformel nicht in 
Betracht kommen. In  (I) wurde aber gezeigt, dass die Bestimmung 
der Elektronenverteilung im Rahmen der Valenzmethode trotzdem 
moglich ist, falls wir die Rechnungen nach HeitZer-Rumer ausfuhren, 
wo die genannte Schwierigkeit automatisch verschwindet. Setzen wir 
also in (17) z. B. d = 0,3 ein, was uns ein vernunftiger Wert er- 
scheint, so erhalten wir fur die Elektronenformel im Rahmen der 
Valenxmethode die Zahlenverteilung (20 c). 

In  zahlreichen Fdlen sind auch Elektronenverteilungen nach der 
Molekelbahnmethode bestimmt worden. Im  Rahmen dieser Methode 
wurden fur das isolierte Naphtalin die Werte (20b) erhaltenl). 

(4 (b) (4 
Dem absoluten Wert nach sind die Differenzen zwischen den ent- 

sprechenden Atomindices in den Verteilungen (20 b) und unseren 
Werten (20 c) zwar nicht ubermgssig gross. Trotzdem besteht zwischen 
beiden ein wichtiger Untersehied. Aus (20b) folgt niimlich, dass im 

1) G. W .  Wheland & L. Pauling, Am. SOC. 57, 2086 (1935); C. A .  Couhon & H. C. 
Longuet-Higgins, Revue Scientifique, 85, 929 (1947). 
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isolierten Naphtalin jede Stelle gleichwertig sein muss, und somit 
wiirde der bei den Naphtalin-Reaktionen beobachtete Unterschied 
zwischen a- und @- Stellungen entweder von der Elektronenverteilung 
unabhangig sein oder er wiirde erst im Laufe der Reaktion auf- 
treten.. Die Formel (20 c) zeigt dagegen, dass ein Unterschied in der 
Elektronendichte bereits im isolierten Naphtalin vorhanden ist, der 
auf einen Zusammenhang zwischen der Reaktionsfahigkeit und der 
Elektronenverteilung hindeuten wurde. 

Welche der beiden Verteilungen (20b) oder (20c) naher der Reali- 
tat liegt, kann auf rein chemischem Weg kaum entschieden werden. 
Abrahams, Robertson & Whitel) haben aber experimentell mit Hilfe 
rontgenographischer Methoden gezejgt, dass die Elektronendichte der 
verschiedenen Kohlenstoffatome des Naphtalins am grossten in meso- 
Stellung und am kleinsten in @-Stellung ist. In  a-Stellung nimmt sie 
einen Zwischenwert an. Interatomar finden sie natiirlicil auch Elek- 
tronen, die wohl die Bindung reprasentieren. l)er grosste Wert ist 
hier zwischen den Atomen A-B, der kleinste dagegen zwischen K-E 
zu finden (siehe Bezeichnung der Tab. 1). Genau diese Verhaltnisse 
liegen aber auch in (20c) Tor. 

Diese qualitative 'ijbereinstimmung der Elektronenverteilung 
(20c) mit der Erfahrung ist natiirlich fur die hier verwendete Methode 
eine besonders interessante Tatsache, das urn so rnehr, da wir das 
Naphtalin ja nur in sehr reduzierter Form als ein zehn- (statt 68) 
Elektronen- System behandelt haben. Wir diirfen somit erwarten, 
dass im Rahmen der hier verwendeten Valenzmethode von HeitZer 
auch fur andere ahnlich gebaute Molekeln mit der Erfahrung im Ein- 
klang stehende Werte erzielt werden konnen. Wir werden in einer fol- 
genden Arbeit noch elnige weitere nach dieser Methode erhaltenen 
Resultate angeben. 

Auch hier mochte ich Herrn Professor W. Heitkr meinen herzlichen Dank fur seine 
Hilfe abstatten. Ich danke ebenfalls der ,,Stiftung fiir Stipendien auf dem Gebiete der 
Chemie", die mir die Ausfiihrung dieser Arbeit ermoglicht hat. 

Zu s ammenf a s s ung. 
Eine Elektronenformel des Naphtalins wurde angegeben. Die er- 

haltenen W erte der Elektronenverteilung sind von anderen Bhnlichen 
Resultaten verschieden. Sie sind dagegen im Einklang mit den experi- 
mentell d. h. mit Hilfe rontgenographischer Methoden gefundenen 
Werten. 

Universitaten Fribourg und Zurich. 

l) S. C. Abrahams, J .  M .  Robertson & J .  B. White, Acta Cryst. 2,  238 (1949). 
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